XLI OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

Primera sessio
10 de Desembre de 2004, de 16 a 19.30 h.

1. Comproveu que la suma de distancies dels dos extrems d’un diametre d’una circum-
ferencia a una tangent qualsevol de la circumferéncia és constant.

2. Trobeu el nombre natural més petit que sigui divisible per 847 i tingui totes les xifres
iguals.

3. Sigui a un angle menor que 180°. Demostreu que si cosa = p/q, un nombre racional,
llavors existeix un triangle amb els costats enters que té un angle igual a a.



XLI OLIMPIADA MATEMATICA

Primera fase (Catalunya)

Segona sessio
11 de Desembre de 2004, de 9.30 a 13 h.

4.- Sigui ABC un triangle amb costats a, b, ¢, respectivament oposats a A, B, C'.
a) Demostreu que si B = 2 A, aleshres es compleix que b — a? = ac.

b) El reciproc de 'apartat a), és cert?

5.- Trobeu tots els nombres enters m, n, solucions de 1’equacié 9™ = 4n? + 1.

6.- Demostreu que qualsevol poliedre convex té almenys una cara que és un poligon de
menys de sis costats.



Problema 1. Comproveu que la suma de distancies dels dos extrems d’un diametre d’una
circumferencia a una tangent qualsevol de la circumferéncia és constant.

Primera solucio.

La suma de distancies demanades és
constant i igual al diametre. Pel teo-
rema de Tales tenim

T m+r_x+2r
EFA r FB

Si sumem antecedent i conseqiients, la
rad que surt és igual a les raons que
formen la proporcié:

r+r T _m—|—2r_ 2x + 2r

r EA FB FEA+FB

2x + 2r
r

x+7r

i si ara igualem la primera i 'iltima queda FA + FB = =2r.

Segona solucio.

Si es dibuixen els simetrics respecte del centre dels punts de la figura anterior, es veu
directament el valor de la suma demanada.




Problema 2. Trobeu el nombre natural més petit que sigui divisible per 847 i tingui totes
les xifres iguals.

Primera solucio.

n

Com que 847 = 7 - 112, el nombre buscat N = @a...a, amb a € {1,2,...,9}, ha de ser
divisible per 7 i per 112. Per tal que N sigui divisible per 11, cal que n = 2k, i en aquest
k

ﬁ% . . . .
cas sera N/11 = 0aOa...0a. Si aquest nombre ha de tornar a ser divisible per 11, ha de

ser k = 11. El nombre més petit que ho compleix és n = 22. Per tal que N sigui divisible
per 7, ha de ser a = 7. El nombre buscat és

22
—
T7...7T=2847-91822736 455463 728 191.

Segona solucio.

n n
A - o N— -
Tenim que aa...a =112 <= 99...9 = 112, de manera que

12=10"-1=(11-1)"-1=
n n n
11" — 1171 1172 4+ ... 11- (=D P+ (=)™ —1.

Aix0 obliga a que n sigui parell i resulta

o sigui que n = 1. El valor de n més petit és 22. Finalment, i com en la primera solucid,
per tal que N sigui divisible per 7, ha de ser a = 7.



Problema 3. Sigui a un angle menor que 180°. Demostreu que si cos &« = p/q, un nombre
racional, llavors existeix un triangle amb els costats enters que té un angle igual a c.

Primera solucio.

Sigui cosa = p/q_amb p, q enters de manera que —q < p < q. ConsiAderern el triangle ABC'
de costats b = CA = 4q,ia=CB = 4¢®> — (2p — 1)?, amb angle C = a. Pel teorema del
cosinus tenim

A =a’+b*—2abcos o = (4q2—(2p—1)2)2+16q2—2.4q(4q2—(2p—1)2)g = (4q2—4p2+1)2,

i queda ¢ = 4¢%> — 4p® + 1, que és un enter.

Segona solucio.

Es poden trobat tots els triangles de costats racionals o enters que tinguin un angle igual
a .

C

A p M T B

Figural o < 90° Figura 2 o > 90°

Suposarem que 0 < p < ¢ i distingirem els dos casos o agut i o obtus.

Si Pangle « és agut (Figura 1), aleshores sera cos o = p/q. Suposem que x, y sén racionals.
Es compleix que y? — 22 = ¢ — p? i que z > —p. Aixi doncs, els punts (z,y) sén els
punts de coordenades racionals d’una hiperbola equilatera, de la qual coneixem els punts
racionals (£p, £q).

Si en una conica es coneix un punt de coordenades racionals, tots els altres punts de
coordenades racionals es troben com a interseccions de la conica amb una recta de pendent
racional que passi pel punt conegut. Tracem una recta de pendent m racional que passi
pel punt (—p,q). Tindra equacié y = ¢ + m(z + p). El valor de m pot variar des del
valor del pendent de la tangent al punt, fins al valor del pendent de ’asimptota, és a dir,
—p/q < m < 1 (Figura 3). Busquem les interseccions amb la hiperbola resolent el sistema
y? — 2?2 = ¢> — p?, y = ¢+ m(x + p) i prescindim de la intersecci6 ja coneguda (—p,q), i
ens queda ’altra interseccio

2gm + (m* + 1)p p+qm

m2 —1 ’ m2 —1
Per cada valor de m racional obtindrem valors racionals de x,y i un triangle de costats
racionals que conté I’angle ae. A més, aixi obtindrem tots els punts de coordenades racionals




sobre la hiperbola. Multiplicant pel denominador comu tindrem un triangle de costats
enters.

Si —p/q < m < 0 s’obté x < 01 aixo vol dir que el punt B és a l’esquerra de M (Figura 1),
és a dir, obtenim un triangle obtusangle a B. Si 0 < m < 1 s’obté = > 0 i el triangle és
acutangle a B.

Si l’angle « és obtus, (Figura 2) sera cosa = —p/q. El raonament sera igual que en el cas
anterior pero ha de ser x > p. Aixo vol dir que m > 0 en el raonament de la hiperbola.

Per exemple, suposem que cosa = 2/5. Si fem m = 2/3 obtenim els valors x = 118/21 i
y = 127/28, d’on resulta el

(—=p,9) (p,q)

Figura 3

triangle de costats 2 + 118/21, 127/21 i 3. Si multipliquem per 21 obtenim el triangle de
costats 160, 127 i 63.

Observacio.

En el cas de ser a < 90° podem fer m = 0 i obtenim = = p i y = q. Aix0 ddna lloc al
triangle obtingut per simetria respecte de 1’altura que es pot intuir directament.




Tercera solucio.

L’equacié y* — 22 = ¢*> — p? es pot escriure (y +2)(y —x) = k = ¢> —p> = k > 0, on
k és un enter conegut. Aleshores podem fer y — x = r, amb r racional arbitrari, i queda
y+x = k/r, que també és racional. Surt

1 /k 1 /k

y—§(;+r), .38—5(;—7”)
Aixi s’obtenen totes les solucions racionals (z,y). Hem de veure ara els possibles valors
que pot prendre r. Com que y > 0, ha de ser r > 0.
Suposem en primer lloc que a < 90°, és a dir, cosa = p/q > 0. Com que ha de ser z > —p
que és equivalent a é —r > —2p,obér? —2pr —k <0, resulta r < q + p.
Si suposem, en segon lloc, que o > 90°, és a dir, cosa = —p/q > 0, resulta z > p. Aixo
dénallocaé—r>2p,obér2+2pr—k<01r<q—p.
Podem fer el diagrama segiient que recull tots els casos, segons els valors possibles de 7.

Y -4 1 1 t--
oo q q2_p2 q
a < 90° T -4 1 1 b
oo p 0 —p
T - 1 1 t--
0 q—p q2—p? q+p

Si r s’acosta a 0, els triangle es fa llarg a la dreta (Figures 11 2), z i y tendeixen a infinit
i I’angle que formen és agut.

Si r = q¢ — p ens queda el triangle simetric (cas a < 90°) o el triangle degenerat (cas
a > 90°). En aquest darrer cas, r no pot prendre més valors.

Si r = \/q? — p? és racional, aleshores obtenim un triangle rectangle solucié.

Sir > \/q? — p?, tenim un triangle obtusangle, amb el punt B a l’esquerra del punt M i

l’angle entre z i y obtus. Si r — ¢+ p tenim B — A i tendeix al triangle degenerat amb
A=B.



Problema 4. Sigui ABC un triangle amb costats a, b, ¢, respectivament oposats a
A, B, C.

a) Demostreu que si B =2 A, aleshores es compleix que b*> — a
b) El reciproc de I’apartat a), és cert?

2:

ac.

Solucio.

A c B
a) Tracem la bisectriu de I’angle B que talla al costat oposat al punt M. Tindrem

AM _ MC
c  a

El triangle ABM és isosceles i M A = M B. Els triangles ABC' i M CB tenen 'angle C' en

comti i A = m, és a dir, tenen dos ( i per tant tres) angles iguals. Sén semblants i les
relacions de semblanca sén

MC o MB MA MC+MA b

a
a 3 C C a-+c a+c.

La relacié

a b
b a+c

és la de ’enunciat.
b) Reciprocament, suposem que b? — a? = ac, o equivalentment, a/b = b/(a + ¢). Tracem
la bisectriu per B, que talla el costat oposat en el punt M i es compleix

2

AM  MC b a v1ie . o
= = = —, aquesta ultima igualtat, per hipotesi.
c a a+c b

Els triangles ABC i M BC' tenen 'angle C en comu i els costats adjacents proporcionals
per les igualtats anteriors. Per tant son semblants i tenen els angles iguals. Ha de ser

CBM = A i com que M B era la bisectriu, sera B =2A.



Problema 5.- Trobeu tots els nombres enters m, n, solucions de I'equacié 9™ = 4n? +1.

Primera solucié.

No pot ser m < 0 ja que el primer membre seria menor que 1 i el segon membre seria més
gran o igual que 1.

Si m = 0 obtenim la solucié n = 0.

Sim > 0, sera 9™ = 3 i podem estudiar la igualtat modul 3. Tenim 0 = 4n? +1 = n? + 1,
d’on n? = 2 modul 3, i aixd és impossible, ja que modul 3 els tinics quadrats sén 01 1.

Segona solucio.

Podem escriure ’equacié en la forma
32 —4n®* =1 obé (3™ +2n)(3™ —2n)=1.
Com que es tracta d’enters, les iniques possibilitats sén

a)3"+2n=113"-2n=1,don3m =1im=0
b) 3™ +2n=—-113" —2n = —1, d'on 3™ = —1, absurd.



Problema 6.- Demostreu que qualsevol poliedre convex té almenys una cara que és un
poligon de menys de sis costats.

Solucié.  Siguin V, A i C el nombre de vertexs, arestes i cares, respectivament, d’un
poliedre. Es compleix la férmula d’Euler

C+V=A+2.

A cada vertex hi concorren tres arestes o més i cada aresta connecta dos vertexs, d’on

A>3 e v
2 3

Suposem que no es compleix la hipotesi de ’enunciat, és a dir, que cada cara té sis arestes
o més. Aleshores
6C A

Substituint a la férmula d’Euler queda

A 2A
A+2:C+V§§+?:A

i ens queda 'absurd A + 2 < A.



